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Messung, MelRergebnis und Fehlerrechnung

1. Physikalische Grof3en

Das Ergebnis jeder physikalischen Messung ist die Angabe einer physikalischen Gréi3e G,
die ein quantitatives Merkmal eines Kdrpers oder Vorgangs beschreibt. Sie ist das Produkt

aus einem Zahlenwert { G} und einer Einheit [G], also: G ={G}[G]

Einheiten sind vereinbarte Vertreter der betreffenden Grof3enart, von denen es oft mehrere
gibt; Einheiten der Grof3enart "Lange” sind z.B. 1 mm, 1 cm, 1 m. Zwar andert sich beim
Ubergang von einer Einheit zu einer anderen der Zahlenwert, die physikalische GroRe ist
aber eine von der Einheitenwahl unabhangige GroRRe, z.B. bezeichnen s=1,50 m und s=150
cm dieselbe Lange.

2. Ursachen von MeRfehlern

a. Systematische Fehler
Sie entstehen hauptsachlich durch fehlerhafte Eichungen. So kdnnen z. B. alle
Skalenteile eines Mal3stabes zu grof3 oder zu klein oder verschieden grol3 sein.

b. Statistische (zufallige) Fehler
Eine ihrer wesentlichen Ursachen liegt in der Person des Beobachters: in dem
begrenzten Unterscheidungsvermdgen seines Auges bei Ablesungen und in den
Grenzen der Geschicklichkeit seiner Hand, z.B. beim Anlegen des Mal3stabsanfangs
an den Streckenanfang. Daher wird eine mehrfach wiederholte Messung nicht immer
genau das gleiche Ergebnis liefern.

3. Angabe von Mel3ergebnissen

Merke: Im Ergebnis einer einzelnen Messung gibt man nur die mit dem benutzten
Mel3gerat tatsachlich gesicherten Ziffern an ("geltende” Ziffern).

Zollstock Schieblehre Mikrometer-
schraube
MeRRbereich 0..2m 0..20cm 0..2cm
klelnstgl melbare 1 mm 0.1 mm 0,01 mm
Lange
Beispiel 911 mm 51,3 mm 13,45 mm
eispie 91,1 cm 5,13 cm 1,345 cm
0,911 m 0,0513 m 0,01345 m
Anzahl der geltenden
Ziffern 3 3 4

Beachte:

* Mit einem Zollstock wurde s=72 mm gemessen; gleichbedeutend damit sind die Angaben
s=7,2 cm, s=0,072 m und s=0,000072 km, da sie ebenfalls 2 geltende Ziffern enthalten,
die "fihrenden” Nullen (unterstrichen) sind keine geltenden Ziffern !

Die Angaben s=72,0 mm oder s=7,20 cm sind irrefihrend: sie tAuschen vor, es seien auch

noch die 7, mm gemessen und eine 0 gefunden worden; dies ware aber nur mit einer

Schieblehre moglich gewesen.
» Die Mel3ergebnisse s=7,2 cm und s=7,20 cm haben also eine verschiedene Bedeutung !
» Bei Messungen im Schulunterricht sind kaum mehr als 3 geltende Ziffern moglich !
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4. Messung einer konstanten Gro3e und Mittelwert

Es sei W der "wahre" Wert einer physikalischen Grol3e, d.h. ihr absolut exakter Wert. Er a3t
sich grundsatzlich niemals messen !

Wiederholte Messungen liefern die Einzelwerte:
S1s 52, 53, S4y crevreevernens ,Sn-1> Sn (N = Anzahl der Messungen).

Jede dieser Einzelmessungen s; ist mit einen Mel3fehler behaftet.

Definition 1:
Der wahre Fehler einer Einzelmessung s;ist deren Abweichung vom wahren Wert W:

wij= W-s;

Der wahre Fehler ist wie der wahre Wert nicht bestimmbar. Ziel der Messung kann daher nur
sein, einen Wert L zu bestimmen, der dem wahren Wert mdglichst nahe kommt: man nennt

ihn den "besten", "plausiblen" oder "wahrscheinlichen" Wert der Grof3e.

Definition 2:
Der scheinbare Fehler einer Einzelmessung s;ist die Abweichung vom besten Wert L:

Vi= L'Si

Die folgenden Uberlegungen beschaftigen sich mit der sinnvollen Festlegung des
Bestwertes.

Beispiel:
Gegeben seien die 4 MeRwerte: S L1=21,4 | L»=21,9 | L3=21,8 | Ly=21,7
S$1, 52,383, %1 214
Fur den besten Wert L nehmen wir :
willkdirlich vier Werte an. 21,9
a. Berechne fir jedes L; die schein- 21,8
baren Fehler v;. . 217
b. Berechne deren Summen §v; Svi=
i=1

Feststellung: Es gibt ein L mit Sonderstellung, das sich daher als Bestwert eignet.
Axiom 1: Der Bestwert L der GroR3e ist derjenige Wert, fur den S v;= 0 gilt.

Wie berechnet man den Bestwert allgemein ?
S1 t Vvp = L
So + Vo = L

Sp + vy, =L

SSi SVi SSi
+ b L =

Addition: S Sj+ S Vi = nL b L= n n n

(da Sv;=0)

Merke: Die Forderung S v;=0 ergibt als Bestwert den arithmetische Mittelwert der

— S5
Einzelwerte s;. Man nennt ihn meist einfach "Mittelwert" und schreibt s = TI
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5. Messung einer Grol3e, die eine lineare Funktion einer anderen ist
(Ausgleichsgerade)

gegeben: (t1] S1), (o] S2) wevvveiine , (ta] Sp)  (n Messungen)
gesucht: Steigung a und Abschnitt b der Geraden s=at + b
Beispiel: Zeichne in ein Koordinatensystem (t nach rechts, s nach oben):

t]3]3]7]7
s|1|3]s]7

a. Bestimmung des Schwerpunktes der Mel3punkte
sj + vi =ati + b=1(t)

1 + vy =3a +Db allgemein: s; + vy =at; +b

3 +vy, =3a +Db S, + vp =at, +Db

5 + v3 =7a + b :

7 + vy =7a + b S, + vy, =at, + b

16+Sv; =20a+4b |:4 Ssj+Svj=aSt +nb |:n
b 4 = Ba+b So =afy +Db

. SSi Sti

P Schwerpunkt S(5|4) S(to|sp) mit so ="~ und to=""

Der Schwerpunkt S muf3 auf der gesuchten Geraden liegen.

b. Bestimmung der Steigung a

Die Koordinaten-Transformation x=t-5 und y=s-4 verlegtS in den Ursprung. Wir
legen verschiedene Ursprungsgeraden y= ax mit (willkirlich gewéhlten Steigungen a)
durch die Me3punkte und suchen die "beste" Gerade:

t S X \Y Vi=axj - Y Vi Vi Vi Vi Vi Vi2
a=0 | a=0,5| a=1 |a=15| a=2 = (@xi- )2
3 1|-2] -3 -2a+ 3 3 2 4a2-12a+9
3 3
7 5
7 7
Sv;
Svil
Sv;?2

1.  Fur welche der Summen Sv;, S |vj|, S vi2 gibt es ein a mit Sonderstellung ?

2. Q(@=S viz ist eine Parabel; bestimme die Scheitelpunktsform ihrer Gleichung:
Q(a) = A (a-ap)2 + B; bei welchem ag hat sie ihr Minimum ?

3. Berechne den Achsenabschnitt b und zeichne die gefundene "Ausgleichsgerade
in das s-t-Diagramm ein.

Axiom 2: Die Steigung der gesuchten Funktionsgeraden erhalt man fir: S vi2 = Minimum,

Merke:  Als Ausgleichsgerade wéahlt man diejenige, fir die S v;2 minimal ist
(Gaulzsche Methode der kleinsten Fehlerquadrate)
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6. Verteilung der Einzelwerte bei Messung einer konstanten Grdl3e

Beispiel:
Die Dauer x eines Vorgangs wird mit einer mechanischen Stoppuhr (Genauigkeit 0,1 s)
50 mal gemessen:

Xi Vi2 X V2 X V2 X V2 Xi Vi2
9,7 10,1 10,0 10,2 9,9
10,2 10,0 10,3 10,0 9,7
9,9 9,8 10,1 10,0 10,1
10,0 9,9 9,9 10,5 10,0
9,8 10,2 10,2 10,1 9,8
10,1 10,0 9,7 9,9 10,2
9,6 9,5 10,0 10,4 10,0
10,0 9,9 9,6 10,1 10,3
10,4 10,3 9,8 9,8 9,9
10,1 10,0 9,9 10,0 10,1

a. Berechne den Mittelwert x.

b.  Schreibe fir jeden MeRwert xj die GroRe vi2 = (X - §)2 in die Tabelle.

Merke:  Unter derStandardabweichung s der Einzelwerte versteht man:

S Vi2
s=\/n-1 (n=Anzahl der Messungen)

c. Berechne s und die relative prozentuale Standardabweichung (s /x) - 100 %.
d. Bestimme die Anzahl N(x) der Mel3werte x und trage N(X) gegen X in einem
Diagramm auf:

x_ | 95]96][97[98]99]100][10,1]10,2]10,3[10,4] 105
N(x)

e. Wieviel Prozent der Einzelwerte x; liegen im Intervall

1. X-s bis x+s? 2. X-2s bis x+2s? 3. X-3s bis x+3s?

Merke: Unter dem Fehler Dx des Mittelwertes versteht man die GréRe

D_( _i _ S Vi2
“\n * n (n-1)

Der Mittelwert von jeweils n Messungen liegt mit 68% Wahrscheinlichkeit im Intervall

[x - Dx ; x + Dx].

Merke:  Man gibt das Ergebnis einer Messung zusammen mit dem absoluten
Fehler Dx und dem relativen prozentualen Fehler an in der Form:

x=(X + Dx), (Dx/X)100% = ...




7. Fehlerfortpflanzung

Bei den meisten Auswertungen ermittelt man ein Resultat, das aus einer oder mehreren
unmittelbar gemessenen Grol3en berechnet wird.

Beispiel 1:
Die Kantenldnge eines Quadrats wird mit ao=5,0 cm und a1=5,1 cm gemessen.
a. Um wieviel Prozent weicht a; von ag ab ?
b. Um wieviel Prozent weicht der mit a; berechnete Flacheninhalt A1 von dem mit ag
berechneten Flacheninhalt Ag ab ?

Beispiel 2:
Die Kantenlange eines Wirfels wird mit ap=5,0 cm und a;=5,1 cm gemessen.
a. Um wieviel Prozent weicht a1 von ag ab ?
b. Um wieviel Prozent weicht das mit a; berechnete Volumen V1 von dem mit ag
berechneten Vg ab ?

Allgemein:

i

Das Resultat y berechne sich aus
dem MelRwert x gemald

y = f(x) =ax" (a konstant).
Die MeRwertes seien Xg und X1=Xg
+ Dx

Tangente
in (xo|yo)

yl

Wie grof3 ist die (relative)
Abweichung zwischen den
Resultaten yp=f(xp) und y;=f(x1) ?

Dy

yo dy

Die Steigung des Graphen an der
Stelle xg sei m=f"(xg)
Dann gilt (siehe Steigungsdreieck):

i-furhsa

X0 x1=x0+Dx m =%( P dy = m-Dx =1 (xp)-Dx

Falls Dx klein ist , gilt Dy » dy P Dy =f(xg)-Dx = naxg"-1:Dx b 7’ =

Merke: Ist das Resultat y eine Potenzfunktion des Mel3wertes x, also y=ax", so ist der
relative Fehler des Resultats n-mal so grofl3 wie der relative Fehler des
Dy_,  Dx
= Inl%,

MelRwertes: y

Verallgemeinerung:

Ist das Resultat y ein Produkt mehrerer Potenzen, z.B. y =ax™ z", so addieren sich die
Einzelfehler im ungunstigen Fall:

33’: |m|%( + |n|D7Z (relativer Grol3tfehler)

Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit gleichen sich die Fehler gegenseitig aus, und es gilt
das Gaul3sche Fehlerfortpflanzungsgesetz:

~ Dy_ Dxy 2 D22 . .
Merke: y—\/(mx) + (n7) = F (mittlerer relativer Fehler des Resultats)

Dy=F-y (mittlerer absoluter Fehler des Resultats)
Faustregel: Das Resultat hat hochstens so viele geltende Ziffern wie
die ungenaueste der eingehenden Grol3en.




Erganzung zu 6:

Die Verteilung der Einzelwerte wird durch die Gaul3sche Fehlerfunktion beschrieben:

—2
_ 1 ()
f(x) sV2p exp [ 262 ]
Beispiel: s =0,2 und x=10
CRU gy : : : : - flx
13 _:...EE..E. ............................ q. .................. q. .................................................... q. .................. q. ......... TETTrIIT 92[":":' I:Il:ll:":l?
1 o 93000 .00
] 94000 00222
1.4 o 95000 00876
1 9 6000 0.2700
1.2_- ......... .q. ................... ......... .q. --------- ETTTTrTrr 9?':":":' DEq.?E
P O N 1 - A - 95000 1.2099
i 99000 1.7603
0.5 e e T froeere F— 10.0000 19947
1 10,1000 1.7603
0.6 - 10.2000 1.2099
1.0 10.3000 06476
0.4 10,4000 0.2700
02 T ; A - I 10,5000 0.0376
1 : P e -Achse 10,6000 00222
0.0 - i i i . 10.7000 00044
9.2 9.4 2.6 9.8 10.0 10.2 10.4 10.6 108 108000 0.0007

Fur die Wahrscheinleichkeit , einen Wert aus dem Intervall [x, x+Dx] zu messen, gilt w(x) =
f(x)-Dx.

Merke:

Im Intervall [x -s, x +s] liegen 68,3 % aller Einzelwerte,

im Intervall [x - 2s, x + 2s] liegen 95,4 % aller Einzelwerte,

im Intervall [x - 3s, x + 3s] liegen 99,7 % aller Einzelwerte

Aufgabe zu 6:

2
Es gelte fiur das Resultat: y = 3)1(08/2 und folgende Mefreihen fir x und y liegen vor:
x| 35,7 35,8 35,5 35,6 35,6 35,9 35,5 35,4 35,7 35,7
vi2
z| 242 2,41 2,40 2,38 2,40 2,42 2,39 2,38 2,37 2,43
vi2

1. Berechne die Mittelwerte x und z und damit das Resultat y.
2. Berechne die Standardabweichungen sy und s;.

_ S —
3. Berechne die Fehler der Mittelwerte D x :\T% und Dz =

Sz

Vn

4. Schreibe die Ergebnisse x = x +Dx und z= z + Dz mit passender Stellenzahl.

5. Berechne die relat. proz. Fehler der Mittelwerte (Dx / x)-100% und (Dz/z)-100%
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6. Berechne den mittleren relativen und absoluten Fehler des Resultats y und
schreibe mit passender Stellenzahl in der Form:

y=y*Dy, (Dy/y)100%=....
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Schriftliche Ubung zur Fehlerrechnung

Aufgabe 1.

Die beiden Diagramme zeigen dieselben MelRpunkte mit zwei verschiedenen
Ausgleichsgeraden. Untersuche durch Rechnung, welche der beiden Geraden die
Bedingung fur die Ausgleichsgereade besser erfillt.

Aufgabe 2.

a. Gib die Formel fir die Standardabweichung s der Einzelwerte an

b.  Wie lautet die Formel fiir den Fehler des MittelWerteS DX ? ..oovoveeveeeeeeeereeeereeeereeeereeeereenn,

X Vi2 y Vi2 b. Berechne die Mittelwerte und die Fehler
der Mittelwerte:




